Theoret. chim. Acta (Berl.) 3, 305—308 (1965)

Physikalisch-chemisches und elektrochemisches Institut
der Technischen Hochschule Miinchen

Eine neue Methode zur Rassenanalyse von Molekiilschwingungen
Von

E. RucH und A. SCHONHOFER

Mit Hilfe eines Theorems iiber die Induktion von Darstellungen [3] wird eine vereinfachte
Methode zur Rassenanalyse der Schwingungen eines symmetrischen Molekiils moglich. Diese
Methode wird im folgenden dargelegt und an einem Beispiel vorgefiihrt.

L’application d’un théoréme sur I'induction de représentations [3] conduit & une méthode
simplifiée d’analyser les représentations des vibrations d’une molécule symétrique. Aprés la
déduction la méthode est rendue plus claire par un exemple.

With the aid of a theorem on the induction of representations [3], a simplified method for
analyzing the representations of the vibrations of a symmetrical molecule becomes possible.
In the present paper, this method is developed and demonstrated by an example.

Die stationdren Schwingungen der Atome eines Molekiils um ihre Gleichge-
wichtslage und ihre Frequenzen sind Eigenlosungen und Eigenwerte eines zuge-
ordneten Sikularproblems. Kine Symmetrie der Atomanordnung gestattet dabei
Aussagen fiber diese Losungen ohne Kenntnis von Riickstellkraften u. &. Der
3 N-dimensionale Vektorraum aller moglichen Verriickungen der N Atome des
Molekiils induziert eine 8 N-dimensionale Darstellung I" der Symmetriegruppe .
Die Zerlegung von I' in irreduzible Bestandteile I}

I'= }f B I (1)
mit ganzen Zahlen B; 148t erkennen:

Es gibt B;im allgemeinen verschiedene, ¢;-fach entartete Higenfrequenzen zu
Schwingungen von der Rasse I} (f; = Dimension der Darstellung I7).

In (1) sind auch die Darstellungen der uneigentlichen Schwingungen mit der
Frequenz » = 0, der Translationen und Rotationen des Molekiils, enthalten. Bei
gegebener Symmetriegruppe ® hingen die Koeffizienten B; noch von Zahl und
Lage der Atome, also von der speziellen Geometrie des Molekiils ab.

Eine systematische Methode zur Bestimmung der B; besteht in der Errech-
nung des Charakters von I'mit oder ohne uneigentliche Schwingungen nach 1930
von WIGNER angegebenen Regeln und anschlieBender Ausreduktion mit Hilfe von
Charakterentafeln [4, 1, 5]. Auch die nachtrigliche Abtrennung der in (1) auftre-
tenden Translations- und Rotationsdarstellungen bereitet keine Schwierigkeit,
da deren Charaktere fiir alle Punktgruppen in den Tafeln aufgefiithrt sind.

Ein Theorem tiber die Induktion von Darstellungen endlicher* Gruppen, das

* Dieser Induktionssatz, der weiter unten nochmals ausgesprochen wird, gilt mit gewis-

sen Einschrankungen auch fir unendliche Gruppen, insofern Untergruppen mit endlichem
Index zur Diskussion stehen. Das ist bei den unendlichen Punktgruppen der Fall.
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im Anhang einer kiirzlich erschienenen Arbeit [3] ausfiihrlich abgehandelt ist,
gibt uns eine von WIGNER abweichende Methode zur Bestimmung der B; an die
Hand. Speziell bei Verwendung von sog. Korrelationstabellen* (Tabellen, in
denen von jeder Darstellung /7 einer Gruppe ®& die Zerlegungen in irreduzible
Bestandteile beziiglich der Untergruppen von & angegeben sind) ergibt sich eine
Vereinfachung gegeniiber der Wignerschen Methode. Im folgenden soll dieses
Verfahren begriindet und damit zugleich an einem dritten Beispiel** die Brauch-
barkeit des Induktionssatzes fiir Belange der theoretischen Physik demonstriert
werden.

Der Induktionssatz lautet:

Ein Darstellungsmodul m zu einer Darstellung y einer Untergruppe 1l von &,

der Teil eines Darstellungsmoduls von @ ist, induziert bei Anwendung aller

Gruppenelemente aus & eine Darstellung I von &, und es gilt

n= t< n-Index (); (2)

dabei bezeichnen » und ¢ die Dimensionen von y und I™.
Aus einer Zerlegung von v in irreduzible Bestandteile gemi3

V= ; qYq 3)
folgt eine Zerlegung von I’ gemaf
['=Y AT (4)
Fiir die Koeffizienten 4, gilt die Ungleichung
A= Y agc?, (3)
wobei ¢ gemiB der Gleichung !
Irm) = % Q7 (6)

angibt, wie oft I als Darstellung von 11 den irreduziblen Bestandteil y, enthals.
Gilt speziell

t==mn-Index (1) , (2a)
8o nennen wir die Induktion regulir, und es folgt speziell
Ay= 2 agc¥ . (5a)
7

In einem Molekiil der Symmetrie & ist der Vektorraum der Verriickungen
irgendeines Atoms Darstellungsmodul der Dimension 3 zur Lagegruppe 1l dieses
Atoms, d. h. Darstellungsmodul zur Untergruppe aller Deckoperationen aus @,
die das herausgegriffene Atom an seinem Platz lassen. Alle Atome, die aus einem
durch Symmetrieoperationen der Gruppe & hervorgehen, bilden einen Satz sym-
metrieiquivalenter Atome, und ihre Zahl ist gleich dem Index der Lagegruppe U
eines Atoms aus diesem Satz. Der Raum der Verrickungen eines Atoms, Dar-
stellungsmodul zur Lagegruppe Ul dieses Atoms, induziert daher eine Darstellung
von & reguldr. Gemil (5a) sind also fiir jeden Satz symmetrieiquivalenter Atome

* Solche Korrelationstabellen finden sich beispielsweise in Winson/Drctus/Cross [5],
8. 333 — 340. ° )

** Die beiden anderen Beispiele betreffen das Symmetrieverhalten von zugeordneten Funk-
tionen [2] und die Moglichkeit eines kurzen Beweises des Jahn-Teller-Theorems [3].
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die Koeffizienten 4;in (4) bestimmbar. Die Summe der IV iber alle Sitze dquiva-
lenter Atome ergibt die Zerlegung (1).

Die Berechnung von 4; nach (5a) erfordert die Kenntnis der Zerlegungen (3)
und (6). Die Zerlegung (3) ist in der Tab. 1 fiir alle mdglichen Félle vorgenommen.

Tabelle 1
0N } Cs Cam) i Csip, Caery | Cugwyyn >4 U=
Y 34 | 24" +4" | Ap+ Bp+ B(Z)W Agp + B Ay + By ; ¥ = I'transiation

Die Zerlegung (6) ist mit Hilfe der Charakterenrelationen zu errechnen oder
aus den Korrelationstabellen unmittelbar abzulesen*.

AbschlieBend sei an einem einfachen Beispiel, dem Methanmolekiil, die An-
wendung der Methode demonstriert. Die Symmetriegruppe © des Methans ist T'y.
Seine Atome gliedern sich in zwei Sdtze dquivalenter Teilchen, das C-Atom einer-
seits und die vier H-Atome andererseits. Die Lagegruppe des C-Atoms ist 7T'y;
seine Verriickungen gehoren gemélB Tab. 1 zur Translationsdarstellung F,. Die
Lagegruppe eines H-Atoms ist Cjy, und seine Verriickungen gehoren nach Tab. 1
zu y = A, + E. Der interessierende Teil der Korrelationstabelle der Gruppe 7'y
sei hier angegeben:

Tabelle 2
Tg | e Cap v
4, : 4,
4y | Ay
F| i A4, + E
F, A, + E

Daraus liest man ab:
Die Darstellung A, von Cs, ist in 4; und F, je einmal, die Darstellung F von
CUsp ist in B, F; und F, je einmal enthalten.
Damit ergibt sich fiir die Verriickungen von Kohlenstoff- und Wasserstoff-
atomen die Darstellung
I'=A4,+E+ F,+3F,

oder nach Abzug der Translationen (F,) und Drehungen (F,) fir die eigentlichen
Schwingungen
I'=4,+E+2F,

Es sei noch darauf hingewiesen, dall nach dem angegebenen Verfahren auch
eine getrennte Rassenanalyse von radialen und tangentialen Atomverriickungen
(bezogen auf einen Fixpunkt der Symmetrie) moglich ist.

Der Deutschen Forschungsgemeinschaft danken wir fir finanzielle Unterstiitzung.

* Das in [5], S. 121 zur Ermittlung der Rassen von Normalschwingungen beniitzte sog.
Korrelationstheorem ist ein Spezialfall des Induktionssatzes fiir regulire Induktion mit einem
eindimensionalen Darstellungsmodul einer Untergruppe.
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